
2. In the real world, we encounter functions where the relationship between the inputs and their
corresponding outputs is not deterministic. Assume g(x) = x2, where x is a real number, meaning
x ∈ R. Now, assume we do not know the function g(x) and aim to approximate it with a linear
regression function in the form h(x) = wx, where w ∈ R. The goal is to predict the output
corresponding to the same inputs x as closely as possible using the least-squares approach.
Additionally, for simplicity, assume that x is sampled uniformly from the interval [−1, 1]. Show
that the input x has a uniform distribution over this interval and that its outputs can be assumed
independent of x (for simplicity, you can assume x ̸= 0).
Let the noise be y = g(x) + ν, where ν is noise. Given the explanations, answer the following
questions:

(a) Write a brief explanation of why we expect this model to have high bias.
(b) Calculate the bias of the model h(z) in terms of z (Hint: Start by finding the value of w in

the least-squares method).
(c) Calculate the variance of h(z) in terms of z.
(d) For a fixed point z, show how g(z) and R(h, z) (the expected risk) are related to the bias

and variance. Specifically, calculate the values of bias and variance at z = 1 and obtain the
risk R(h, z).

Solution a. Using a linear fit for a quadratic function, which we know is quadratic, introduces
more complexity and will result in a large bias.
b. The value of w using the least squares method is given by w = X†y, where here X is a 1× 1
matrix. Thus, we have:

X† = (X⊤X)−1X⊤

w = X†y = (X⊤X)−1X⊤y =
x

x2
× (2x2) = 2x

h(z) = wz = 2xz

bias(h(z)) = E[h(z)]− g(z) = E[2xz]− 2z2 = 2zE[x]− 2z2 = 2z

∫ 1

−1
x
1

2
dx− 2z2 = −2z2

c. The variance of the model h(z) can be obtained using either of the two following methods:

var(h(z)) = var(2xz) = E[4x2z2]− E[2xz]2

=

∫ 1

−1
4x2z2

1

2
dx− 4z2E[x]2

=
2

3
x3z2|1−1 − 0 =

4

3
z2

3



var(h(z)) = var(2xz) = 2z2var(x) = 4z2E[(x− E[x])2] = 4z2
∫ 1

−1
x2

1

2
=

2

3
z2x3|1−1 =

4

3
z2

d. Using the bias-variance decomposition and considering that noise reduction is not feasible18,
we can write the value of R(h, z) as follows:

R(h, z) = bias(h(z))2 + var(h(z))

Now, for z = 1, we have:

z = 1 ⇒


bias(h(z)) = −2

var(h(z)) = 4
3

R(h, z) = (−2)2 + 4
3 = 16

3

4



In the name of GOD.
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Sharif University of Technology Hamid R. Rabiee, Zahra Dehghanian

Homework 1 Regression, Bias and Variance, ML/MAP Deadline: ???

1. Linear regression models are always linear with respect to the model parameters, denoted as θ,
but they are not necessarily linear with respect to the inputs. Suppose n inputs are drawn from
some distribution defined on X × R, where each pair (xi, yi) ∈ X × R. We apply a nonlinear
transformation ϕ : X → Rd that maps inputs to a higher-dimensional space. The prediction for
yi is given by the dot product:

ŷi = θTϕ(xi),

where θ ∈ Rd. The training error is defined as:

R̂(θ) =
1

n

n∑
i=1

(yi − θTϕ(xi))
2.

(a) Express the training error in matrix form, using the design matrix Φ = [ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)]
T .

(b) Solve the ordinary least squares (OLS) problem for this setting, deriving the optimal θ.
(c) Under what condition does the OLS solution have a unique result? Provide a rigorous proof

using linear algebra.

Solution:

(a)

Φ =


ϕ(x1)

T

ϕ(x2)
T

...
ϕ(xn)

T

 ∈ Rn×d.

Let y = [y1, y2, . . . , yn]
T ∈ Rn. Then, the training error can be rewritten as:

R̂(θ) =
1

n
∥y − Φθ∥22.

(b) The OLS objective function is:
min
θ

∥y − Φθ∥22.

The optimal θ is obtained by setting the gradient to zero:

∂

∂θ

(
∥y − Φθ∥22

)
= −2ΦT (y − Φθ) = 0 → ΦTΦθ = ΦTy.

1



Solving for θ:
θ∗ = (ΦTΦ)−1ΦTy.

(c) For θ∗ to be uniquely defined, the matrix ΦTΦ ∈ Rd×d must be invertible. This requires:

rank(ΦTΦ) = d.

We prove that ΦTΦ is invertible if and only if Φ has full column rank.
• Suppose Φ has full column rank, meaning its columns are linearly independent. Then,

for any nonzero θ ∈ Rd, θTΦTΦθ = ∥Φθ∥22 > 0. This is because the only member of
the null space of Φ is the zero vector. Since this quadratic form is always positive for
nonzero θ, ΦTΦ is positive definite and thus invertible.

• If ΦTΦ is invertible, then for any θ ̸= 0, we must have ΦTΦθ = 0 ⇒ θ = 0. This implies
that the columns of Φ are linearly independent, as if they were not, there would exist
some θ in the null space of Φ, causing Φθ = 0. This means that Φ(X) has full column
rank.

Thus, ΦTΦ is invertible if and only if Φ has full column rank, i.e., rank(Φ) = d.

2



شریف ͳصنعت دانشΎاه
ͳسیدصالح فاطمه استاد:

ماشین یادگیری
۱۴۰۳ بهار

اسفند ۲۲ ارسال: مهلت اول تمرین

است. مشخص شده روز ۲۳:۵۹ ساعت تا پاس ارسال مهلت ●

باشد. شدە نوشته او خود توسط باید حتما کس هر ͳارسال پاس اما ندارد ͳمانع تمرین انجام در شما هم فکری و هم کاری ●

مورد سوال حل استفاده برای مورد منابع آدرس و هم فکران نام ،ͳدرس خارج منابع هر از استفاده یا و هم فکری صورت در ●
کنید. ذکر  را نظر

شد. نخواهد تصحیح شما پاس صورت این غیر در کنید. بارگذاری نظری سوالات پاس از واض تصویری لطفا ●

ͳاحتمالات دیدگاه با بندی دسته و رگرسیون ،ͳبندیخط دسته ،ͳرگرسیونخط تمرین: موضوعات ●

نمره) ۷۰) نظری سوالات

.Rte(β) =
۱
M
ΣM

۱ − βT x̄i)
۲ ۱

N
N
۱ (yi − βTxi)

۲

E[Rtr(β̂)] ≤ E[R (β̂)]

مͳ آید: بدست زیر صورت به اپتیمال وزن بردار لاسو، رگرسیون در − ͳرگرسیونخط نمره) ۱۰) .۲

ω∗ = argminJλ(ω)

که: طوری به

Jλ =
۱
۲
||y −Xω||۲۲ + λ||ω||۱

(XTX = I ͳیعن) باشیم. داده انجام whitening دادەها روی و X ∈ Rn×d آن در که

ω∗
i که طوری به شوند مستقل هم از ویژگͳ ها که مͳ شود باعث دادەها روی whitening عمل که دهید نشان آ)

نوشته زیر صورت به مͳ تواند Jλ که دهید نشان ابتدا این، اثبات برای شود. نتیجه ͳویژگ امین i از تنهایی به
شود:

Jλ(ω) = g(y) +
d∑

i=۱

f(X:,i; y;ωi;λ)

است. X ماتریس ستون امین i دهنده نشان X:,i که
کنید. پیدا را ωi باشد، ωi ≥ ۰ اگر ب)

۱



کنید. پیدا را ωi باشد، ωi < ۰ اگر پ)
است؟ اعمال قابل چΎونه شرایط این مͳ شود؟ صفر ωi ͳشرایط چه در قبل، قسمت های به توجه با ت)

مͳ شود. ظاهر ۱
۲λ||ω||

۲
۲ صورت به هزینه تابع در نرمال سازی عبارت ریج، رگرسیون در مͳ دانید، که همانطور ث)

چیست؟ ͳقبل حالت و حالت این تفاوت مͳ شود؟ صفر ωi ͳزمان چه حالت، این در

بΎیرید: نظر در را پرسپترون در وزن بردار ͳروزرسان بە قانون − ͳدستەبندیخط نمره) ۱۰) .۳

if x(t) is misclassified then : ω(t+۱) = ω(t) + ηx(t)y(t)

ضرایب نوشت. x(i) دادەها ͳخط ترکیب صورت به مͳ توان را ω وزن بردار پرسپترون، دستەبند در که دهید نشان
کنید. مشخص ω =

∑N
i=۱ αix

(i) ͳخط ترکیب در را αi

کلاسه دو دستەبندی مسئله برای را Ⅿuⅼtinoⅿiaⅼ Naive Bayes مدل Έی −ͳدستەبندیخط نمره) ۱۰) .۴
مدل) ویژگͳ های کل (تعداد ما دیشنری در کلمات کل تعداد کنید فرض بΎیرید. نظر در ͳمتن دادەهای روی
ci هر ͳعبارت به مͳ سازند. را ویژگͳ ها بردار c۱, ..., cd مقادیر x ͳمتن ورودی نمونه Έی برای باشد. ⅾ برابر
مͳ باشند. زیر شل به مدل این پارامترهای است. آمده ما عبارت در ام i کلمه که است ͳدفعات تعداد نشان دهنده

است.) نمونه کلاس همان یا مدل ͳخروج y )

Py = P (y = ۱)

Pi|y=۱ = P (word i appears in a specific document position|y = ۱)

Pi|y=۰ = P (word i appears in a specific document position|y = ۰)

بنویسید. مدل پارامترهای برحسب x ͳمتن نمونه برای P (y = ۱|x) ͳشرط احتمال برای ͳعبارت الف)
است. ͳخط دیدەشده آموزش مدل تصمیم مرز که دهید نشان ب)

است: ⅼogistiⅽ تابع Έی الف بخش در شده نوشته ͳشرط احتمال دهید نشان ج)

P (y = ۱|x) = ۱
۱ + e−(θT x+θ۰)

بΎیرید: نظر در زیر توزیع های با بعد دو در کلاسه سه دستەبندی مسئلەی Έی − ͳدستەبندیخط نمره) ۱۰) .۵

P (x|ω۱) = N(۰, I)

P (x|ω۲) = N([۱ ۱]T , I)

P (x|ω۳) = ۰٫۵ ×N([۰٫۵ ۰٫۵]T , I) + ۰٫۵ ×N([−۰٫۵ ۰٫۵]T , I)

P (ω۱) = P (ω۲) = p(ω۳)

کلاسەبندی خطا احتمال کمترین حالت برای را x = [۰٫۳ ۰٫۳]T نقطەی پسین، احتمال محاسبەی با الف)
نمایید.

کلاسەبندی را نقطه این (x = [∗ ۰٫۳]T ͳیعن) نداریم را اول ͳویژگ خاص، نقطەی Έی برای کنید فرض ب)
نمایید.

۲





باسمه تعالی 

یادگیری عمیق 

پاییز ١۴٠٢ 

تمرین سری اول : آمار! 
 

، نامشخص است. برای تخمین  سکه را  بار پرتاب کردەایم که در نتیجە  بار شیر  ١)  یک سکه داریم که احتمال شیر آمدن آن، 
آمده است. برآوردگر بیش ترین درست نمایی (MLE) برای تخمین  را به دست آورید و اریبی و واریانس آن را محاسبه کنید. 

٢)  توزیع بتا خانوادەای از توزیع های احتمال پیوسته بر بازەی  است که با دو پارامتر مثبت  مشخص می شوند و تابع چگالی 
آن ها به صورت   است. اگر در مسالەی قبل از روی کرد بیزی استفاده کنیم و توزیع پیشین  را توزیع بتا با 

پارامترهای  در نظری بگیریم، توزیع پسین را محاسبه کنید. برآوردگر بیش ترین احتمال پسین (MAP) را به دست آورید و 
دربارەی معنی و اثر پارامترها و نیز تعداد آزمایش ها توضیح دهید. 

ها است. برآوردگر  ها با مشاهدەی   ٣)  در مسالەی برآورد هم زمان برای  داریم   و هدف تخمین 
بیش ترین درست نمایی برابر است با  و برآوردگر جیمز‐استاین با فرض   به صورت   تعریف 

می شود. 

     الف) نشان دهید برای هر برآوردگر دل خواه  داریم   
      ب) به کمک انتگرال گیری جزء به جزء نشان دهید   

      پ) نشان دهید    و نتیجه بگیرید که برای  برآوردگر جیمز‐استاین با محک 
…….. میانگین مربع خطا همواره از برآوردگر بیش ترین درست نمایی بهتر عمل می کند. 

۴)  فرض کنید  و   بردار تصادفی در فضای  باشد 

ها گاوسی با میانگین صفر و واریانس برابر باشند توزیع  شعاعی است (یعنی با دوران تغییر نمی کند)      الف) نشان دهید اگر  
ها توزیع گاوسی با میانگین صفر و واریانس برابر دارند.      ب) نشان دهید اگر توزیع  شعاعی و مولفەهای آن از هم مستقل  باشند، 

ppnr
p

[0,1]α, β
f (x) = cxα−1(1 − x)β−1p

α, β

i = 1,⋯, nxi |μi ∼ 𝒩(μi,1)μixi

xn ≥ 2̂μJS = [1 − (n − 2)/∥x∥2]x

̂μ𝔼[∥ ̂μ − μ∥2] = 𝔼[∥x − ̂μ∥2] − n + 2∑ cov( ̂μi, xi)
cov( ̂μi, xi) = 𝔼[∂ ̂μi /∂xi]

𝔼[∥ ̂μJS − μ∥2] = n − 𝔼[(n − 2)2 /∥x∥2]n ≥ 3

d ≥ 2xℝd

xix
xxi



۵)  در مسالەی رگرسیون خطی با  داده مشاهده شده و  متغیر کمکی (covariate)، فرض کنید  ماتریس متغیرهای کمکی 
مشاهده شده،  بردار متغیرهای پاسخ مشاهده شده و  بردار ضرایب رگرسیون باشد. طبق مدل احتمالاتی رگرسیون داریم 

، ماتریس  رتبەی کامل داشته باشد و  تخمین گر بیش ترین درست نمایی باشد و  . اگر     که 
 ، قرار دهیم  

 .      الف) نشان دهید 
 .       ب) نشان دهید 

      پ) از دو قسمت قبل دربارەی خطای آموزش و بیش برازش چه می فهمیم؟ 

۶)  فرض کنید ماتریس  و بردار  با اندازەهای  و  داده شدەاند. نشان دهید برای هر عدد مثبت   عدد مثبت   وجود 
دارد که جواب مسالەی   با جواب مسالەی  برابر است. 

، برابر با ماتریس همانی شده است!  اگر   تخمین گر  ٧)  فرض کنید در یک مسالەی رگرسیون خطی ماتریس کواریانس تجربی، 
کم ترین مربعات برای مسالەی رگرسیون باشد نشان دهید تخمین ها با اضافه کردن منظم سازی به صورت های زیر تغییر می کنند: 

  : (Best Subset) الف) برای رگرسیون بهترین زیر مجموعه     
  : (Ridge) ب) برای رگرسیون ستیغی      

  : (Lasso) پ) برای رگرسیون لاسو      

npXn×p

yn×1βp×1

y = Xβ + ϵϵ ∼ 𝒩(0,σ2I )n > pX̂β
ŷ = X ̂β

ŷ − y = [X(XTX)−1XT − I ]ϵ
𝔼[∥ŷ − y∥2]/n = σ2(n − p)/n

Xyn × pn × 1λt
argminβ ∥Xβ − y∥2  s.t. ∥β∥p ≤ targminβ {∥Xβ − y∥2 + λ∥β∥p}

XTX̂β

̂βi1rank(βi)≤M
̂βi /(1 + λ)

sign( ̂βi)( | ̂βi | − λ)+

3.4 Shrinkage Methods 71

TABLE 3.4. Estimators of βj in the case of orthonormal columns of X. M and λ
are constants chosen by the corresponding techniques; sign denotes the sign of its
argument (±1), and x+ denotes “positive part” of x. Below the table, estimators
are shown by broken red lines. The 45◦ line in gray shows the unrestricted estimate
for reference.

Estimator Formula

Best subset (size M) β̂j · I[rank(|β̂j | ≤ M)

Ridge β̂j/(1 + λ)

Lasso sign(β̂j)(|β̂j |− λ)+

(0,0) (0,0) (0,0)
|β̂(M)|

λ

Best Subset Ridge Lasso

β̂ β̂2
. .β

1

β 2

β1 β

FIGURE 3.11. Estimation picture for the lasso (left) and ridge regression
(right). Shown are contours of the error and constraint functions. The solid blue
areas are the constraint regions |β1| + |β2| ≤ t and β2

1 + β2
2 ≤ t2, respectively,

while the red ellipses are the contours of the least squares error function.
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٨)  از تعدادی مهندس خواسته شده که محیط یک بیضی را اندازه بگیرند و تخمین های   به دست آمده است. تخمین ها 
. چون مهندس ها از ابزارهای مختلفی  مستقل از هم و نااریب هستند. فرض کنید مقدار واقعی محیط برابر   باشد و 

ها لزوما با هم برابر نیستند و مقدارشان هم نامشخص است. هدف به دست آوردن تخمین تا جای ممکن بهتری  استفاده می کنند 
برای  است. 

ها را بدانیم چه تخمین گری برای  پیشنهاد می کنید؟ چرا؟       الف) اگر 
      ب) تابع درست نمایی را بنویسید و برای به دست آوردن برآوردگر بیش ترین درست نمایی تلاش کنید. 

 . ها مستقل اند و        پ) به روش بیزی عمل کنید:   را معکوس  بگیرید. در توزیع پیشین فرض کنید  و 
……… (تابع چگالی توزیع گاما به شکل  است) هم چنین توزیع پیشین  را گاوسی با میانگین صفر و واریانس 

……… بی نهایت (واریانسی که به بی نهایت میل می کند) بگیرید. توزیع پسین را محاسبه کنید و برآوردگر بیشترین احتمال پسین را به 
……… دست آورید. 

ها را با یک مدل  ٩)  یک تابع غیرخطی مناسب مانند    بر بازەی   و تعدادی نقطه    در این بازه انتخاب کنید. 
ها مستقل از هم و گاوسی با میانگین صفر و واریانس  هستند.  ها می سازیم:    که  رگرسیونی ساده از روی 

     الف) برای  بهترین چندجملەای  از درجەی   را به دادەها برازش کنید. 
      ب) برای  بهترین چندجملەای مثلثاتی  از درجەی   را به دادەها برازش کنید. 

، در هر        پ) با تکرار قسمت های الف و ب به تعداد زیاد،  را تخمین بزنید. و دو نمودار خطا بر حسب درجه، 
……… حالت رسم کنید. 

x1, ⋯, xn

μxi ∼ 𝒩(μ, σ2
i )

σi

μ

σiμ

λiσ2
iμλiλ1, ⋯, λn ∼ Γ(a, b)

g(λ) = cλa−1e−bλμ

f[0,1]x1, ⋯, x100yi

xiyi = f (xi) + ϵiϵiσ2

D = 1,2,⋯,10̂fD
D = 1,2,⋯,10̂fD

𝔼[∥ ̂f − f ∥∞]D

داریم i هر برای که هستند مستقل متغیرهایی X1, · · · , Xn کنید فرض ه.

Pθ(Xi ≤ x) = xtiθ, x ∈ (0, 1)

پیدا T بعدی یک بسنده  آماره ی یک می باشند. مثبت ثابت هایی t1, · · · , tn و است مجهول پارامتر θ این جا در که
کنید.

بیضی! آمار . ۶
به x1, x2, · · · , xN تخمین های و بگیرند اندازه را شده داده بیضی یک محیط که شده خواسته مهندس تعدادی از
باشد، بیضی محیط واقعی مقدار µ اگر می کنیم فرض و هستند نااریب و هم از مستقل تخمین ها این است. آمده دست
دقت های می کنند، استفاده اندازه گیری برای متفاوتی روش های و ابزارها از مهندس ها که آن جا از .xi ∼ N (µ, σ2

i )

نمی دانیم. نیز را مقدارشان البته و نیستند برابر لزوما σiها و دارند متفاوتی
آوریم. دست به µ از بهتری ممکن جای تا تخمین داده ها این کمک به که است این ما هدف

چرا؟ می کردید؟ پیشنهاد µ برای تخمین گری چه دانستیم، می را σiها اگر آ.

کنید. تلاش درست نمایی بیش ترین تخمین گر اوردن دست به برای و کنید محاسبه را درست نمایی تابع ب.

و هستند مستقل ها λi و µ کنید فرض پیشین توزیع در بگیرید. نظر در σ2
i معکوس را λi کنید: استنباط بیزی روی کرد با ج.

گاوسی µ پیشین توزیع هم چنین است.) g(λ) =
ba

Γ(a)
λa−1e−bλ با برابر گاما توزیع چگالی (تابع .λi ∼ Γ(a, b)

و کنید محاسبه را پسین توزیع بگیرید. می کند) میل بی نهایت به که (واریانسی بی نهایت واریانس و صفر میانگین با
کنید. پیدا را (MAP) پسین توزیع بیشترین برآوردگر کنید تلاش

کنید. پیدا را P(x|µ) کنید سعی P(λ|µ, x) = P(λ|µ)P(x|λ, µ)
P(x|µ) فرمول به توجه با راه نمایی:

٣

Y ⇠ X1, · · · , Xp

Y ⇠ X1, · · · , Xp
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